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IhnGrediuetion:
Video : 01:49
Le concept d’équations différentielles est universellement utilisé en Science, aussi bien en physique, chimie,
biologie, médecine, démographie ou économie de maniére a modéliser certains phénomeénes. Tous les
scientifiques des disciplines précédentes ont appris a utiliser la mathématique des équations différentielles,
développée par les mathématiciens, comme un ‘langage’ capable de traduire de nombreux processus
dynamiques, au sens évolutifs, de la nature et de la société. Les solutions, lorsqu’elles existent, peuvent décrire de
maniére remarquable I’évolution temporelle de beaucoup de systémes tres variés comme le développement et la
croissance de bactéries en compétition, I’assimilation de traitements médicamenteux, ’écoulement d’'un fleuve, la
météorologie ou I'hydrodynamique en général, la transmission de I'information et les télécommunications, les lois de
la physique-chimie des matériaux des états solide, liquide, gaz et plasma, les lois et comportement des marchés
financiers, I'’étude des populations... et méme I'expansion de I'Univers lui-méme !
Ces équations ont donc un pouvoir que I'on pourrait qualifier de prédictif en temporel car sont basées par définition
et construction sur un langage de changement et variation a savoir ’outil mathématique du calcul différentiel.

Dicuixdsiitiiationsiimenandaine equation diffeurcnticlle
Nous présenterons ici sommairement une équation différentielle comme « une relation, sous la forme d’une
équation, entre une fonction et ses dérivées successives ».

Par exemple pour tout x € Rettoutt€R: » f'—4f=0 o f=0501" +t.f' exy'—y=0
sont des équations différentielles que l'on peut rencontrer dans les différents domaines ci-dessus.

» Loi de Malthus, modéle de Verhulst

Considérons une culture de bactéries en milieu clos. La loi de Malthus est un modéle d’évolution disant que la
vitesse d’accroissement des bactéries est proportionnelle au nombre de bactéries présentes. Ainsi, y‘ = ay, ou y(t)
représente le nombre de bactéries a I'instant ¢.

Dans la pratique, ce modéle n’est pas vraisemblable. On lui préférera le modele de Verhulst: y' = ay(M-y)
mais cette équation n’étant pas linéaire, nous ne I'’étudierons pas cette année.

Au programme de cette année : équations différentielles de la forme y ' = ay + f. Equation différentielle linéaire de
premier ordre.

» Loi de refroidissement de Newton

Définition :La loi de refroidissement de Newton s’énonce ainsi :« La vitesse de refroidissement d’un corps est
proportionnelle a la différence de température entre le corps et le milieu ambiant. »

On pose 0(t) la température du corps en fonction du temps écoulé en minutes. On appelle a le coefficient de
proportionnalité liant la vitesse de refroidisse-ment a la différence de température.

On suppose que la température de 'air ambiant est 0.

1. Ecrire I’équation différentielle que doit vérifier 6 en fonction de a et 8,. (Faire vérifier par le professeur)

2.a. On donne 6, = 25°C. Montrer que la fonction v(f) = 25 est une solution particuliére de (E).
b. Montrer que la fonction u(¢)=Ce® , ou C est un nombre réel, est une solution de I'équation (Eo) : y ' = ay
appelée équation homogeéne associée a (E).
c. Montrer que la fonction f(¢)=v(¢)+u(¢) est une solution de I’équation différentielle (E).
On notera qu’il y a alors une infinité de solutions, en changeant la valeur de C.
d. On sait que la température du corps est de 100 C, a I'instant initial.
Déterminer LA solution de I'équation différentielle avec cette condition initiale.

3. Le corps atteint la température de 70°C, au bout de 15 minutes. Déterminer le coefficient @ & 107* prés.
4. a. Au bout de combien de temps la température du corps sera-t-elle de 40 C?
En donner une valeur arrondie a la seconde preés.

b. Ecrire un algorithme en Python qui permet de trouver a la minute prés au bout de combien de temps le corps
ne refroidit plus (température a moins de 1 C de la température de I'air ambiant) ?
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Discuissionsctiniseieniconimun
Faites une synthése, en comparant vos problemes, en observant les similitudes dans la forme des solutions des équations différentielles rencontrées, ainsi que dans la
résolution de ces dernieres.

el coin s toihe

Notes sur quelques mathématiciens célebres liés aux
dérivées et aux équations différentielles.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646- 1716), mathématicien Sir Isaac Newton (1642—-1727), Newton Jacques ou Jakob Bernoulli (1654-1705) mathématicien et
allemand, Il est a 'origine du terme de « fonction» (1692,  partage avec Gottfried Wilhelm Leibniz la physicien suisse, frére de
de functio : exécution), de celui de « coordonnées », de la découverte du Jean Bernoulli et oncle de Daniel Bernoulli et Nicolas
notation du produit de a par b sous la forme a.b ou ab,  calcul infinitésimal. Dans I'histoire du calcul Bernoulli.
d’une définition logique de 1’égalité, du terme de « infinitésimal, le proces de Newton contre Sa correspondance avec Gottfried Wilhelm Leibniz le conduit
différentielle» (qu'Isaac Newton appelle « fluxion »), de la Leibniz a étudier le calcul infinitésimal en collaboration avec son
notation différentielle , du symbole | pour I'intégrale, est resté célebre. Newton et Leibniz avaient frere Jean.
‘summa omnium’ et la notation dx, accroissement trouvé 'art de lever les indéterminations I1 fut un des premiers a comprendre et a appliquer le calcul
linéaire quelconque dans le calcul des tangentes ou dérivées. différentiel et intégral, proposé par Leibniz.

Euler Lagrange Cauchy

L. Euler (mathématicien, ingénieur suisse, 1707-1783) puis Joseph Louis Lagrange (1736-1813) ont codifié les regles pour le ‘calcul des différentielles de fonctions’ et les
ont appliquées a de nombreux problémes physiques. Ces nouveaux calculs différentiels ont profondément modifié le paysage de la mathématique et mis en lumiére un
nouveau objet mathématique : les fonctions. Euler pose alors définitivement la notion de dérivation et d’intégration comme processus ‘inverse’. Augustin Louis Cauchy
(1789-1857) introduira de la rigueur dans les criteres et donnera pour la premiére fois une définition précise de 'intégrale en 1823.

Ainsi la mathématisation progressive de la physique et 'entrée majestueuse du calcul infinitésimal dans 'analyse des phénoménes naturels, se sont traduites par
I’éclosion et le développement de nouvelles branches de physique-mathématique. L’établissement des équations différentielles, dont I'intégration est ’objet de résolution,
se généralisa au domaine d’analyse de toute la physique (a I'origine mécanique, hydrodynamique, élasticité, thermique...).



T Spé maths Introduction aux Equations différentielles GROUPE; B

IhnGrediuetion:
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Le concept d’équations différentielles est universellement utilisé en Science, aussi bien en physique, chimie,
biologie, médecine, démographie ou économie de maniére a modéliser certains phénomeénes. Tous les
scientifiques des disciplines précédentes ont appris a utiliser la mathématique des équations différentielles,
développée par les mathématiciens, comme un ‘langage’ capable de traduire de nombreux processus
dynamiques, au sens évolutifs, de la nature et de la société. Les solutions, lorsqu’elles existent, peuvent décrire de
maniére remarquable I’évolution temporelle de beaucoup de systémes tres variés comme le développement et la
croissance de bactéries en compétition, I’assimilation de traitements médicamenteux, ’écoulement d’'un fleuve, la
météorologie ou I'hydrodynamique en général, la transmission de I'information et les télécommunications, les lois de
la physique-chimie des matériaux des états solide, liquide, gaz et plasma, les lois et comportement des marchés
financiers, I'’étude des populations... et méme I'expansion de I'Univers lui-méme !
Ces équations ont donc un pouvoir que I'on pourrait qualifier de prédictif en temporel car sont basées par définition
et construction sur un langage de changement et variation a savoir ’outil mathématique du calcul différentiel.

IDeux SIUATIONS HEHAING & e cquation diferenticlie
Nous présenterons ici sommairement une équation différentielle comme « une relation, sous la forme d’une
équation, entre une fonction et ses dérivées successives ».

Par exemple pour tout x € Rettoutt€R: » f'—4f=0 s f=0,685" +tf' cxy'—y=0
sont des équations différentielles que l'on peut rencontrer dans les différents domaines ci-dessus.

» Loi de Malthus, modéle de Verhulst

Considérons une culture de bactéries en milieu clos. La loi de Malthus est un modele d’évolution disant que la
vitesse d’accroissement des bactéries est proportionnelle au nombre de bactéries présentes. Ainsi, y° = ay, ou y(t)
représente le nombre de bactéries a I'instant ¢.

Dans la pratique, ce modéle n’est pas vraisemblable. On lui préférera le modele de Verhulst: y' = ay(M-y)

mais cette équation n’étant pas linéaire, nous ne I'étudierons pas cette année.

Au programme de cette année : équations différentielles de la forme y ' = ay + f. Equation différentielle linéaire de
premier ordre.

» Mécanique

Partie A :

Soit f1a fonction définie sur [0 ;+oo[ par f(t)=—10e **+12.
Construire le tableau de variations de f sur [0 ;+oo[

Partie B :
Une société utilise, dans le cadre de son activité de nettoyage de vitres, une nacelle 2—*
élévatrice a mat télescopique vertical. On souhaite étudier la durée nécessaire pour que la
nacelle atteigne sa hauteur opérationnelle.
On note f(¢) la hauteur, en metre, de la nacelle a I'instant ¢, en seconde.
On suppose que f est une fonction de la variable ¢ définie et dérivable sur [0 ;+oo|.
Il s’avere que la hauteur f de la nacelle vérifie I'équation différentielle suivante :
y'=-0,3y +3,6.
1.a. Montrer que la fonction v(¢) = 12 est une solution particuliére de (E).
b. Montrer que la fonction u(¢)=Ce " , ot C est un nombre réel, est une solution de
Iéquation (Eo) : y ' = — 0,3y appelée équation homogeéne associée a (E).
c. Montrer que la fonction f(¢)=v(¢)+u(t) est une solution de (E).
On notera qu’il y a alors une infinité de solutions, en changeant la valeur de C.
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d. A I'instant ¢ = 0, la nacelle est a 2 métres de hauteur.
Déterminer LA solution de I'’équation différentielle avec cette condition initiale.

Partie C : En utilisant les informations obtenues aux parties A et B, répondre aux questions suivantes.

1. Quelle est la vitesse initiale de la nacelle ?

2. Une structure métallique, a 12,2 metre du sol, dépasse de la facade de 'immeuble dont les vitres doivent étre
nettoyées. Existe-t-il un risque que la nacelle la heurte ?
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Discuissionsctiniseieniconimun
Faites une synthése, en comparant vos problemes, en observant les similitudes dans la forme des solutions des équations différentielles rencontrées, ainsi que dans la
résolution de ces dernieres.

el coin s toihe

Notes sur quelques mathématiciens célebres liés aux
dérivées et aux équations différentielles.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646- 1716), mathématicien Sir Isaac Newton (1642—-1727), Newton Jacques ou Jakob Bernoulli (1654-1705) mathématicien et
allemand, Il est a 'origine du terme de « fonction» (1692,  partage avec Gottfried Wilhelm Leibniz la physicien suisse, frére de
de functio : exécution), de celui de « coordonnées », de la découverte du Jean Bernoulli et oncle de Daniel Bernoulli et Nicolas
notation du produit de a par b sous la forme a.b ou ab,  calcul infinitésimal. Dans I'histoire du calcul Bernoulli.
d’une définition logique de 1’égalité, du terme de « infinitésimal, le proces de Newton contre Sa correspondance avec Gottfried Wilhelm Leibniz le conduit
différentielle» (qu'Isaac Newton appelle « fluxion »), de la Leibniz a étudier le calcul infinitésimal en collaboration avec son
notation différentielle , du symbole | pour I'intégrale, est resté célebre. Newton et Leibniz avaient frere Jean.
‘summa omnium’ et la notation dx, accroissement trouvé 'art de lever les indéterminations I1 fut un des premiers a comprendre et a appliquer le calcul
linéaire quelconque dans le calcul des tangentes ou dérivées. différentiel et intégral, proposé par Leibniz.

Euler Lagrange Cauchy

L. Euler (mathématicien, ingénieur suisse, 1707-1783) puis Joseph Louis Lagrange (1736-1813) ont codifié les regles pour le ‘calcul des différentielles de fonctions’ et les
ont appliquées a de nombreux problémes physiques. Ces nouveaux calculs différentiels ont profondément modifié le paysage de la mathématique et mis en lumiére un
nouveau objet mathématique : les fonctions. Euler pose alors définitivement la notion de dérivation et d’intégration comme processus ‘inverse’. Augustin Louis Cauchy
(1789-1857) introduira de la rigueur dans les criteres et donnera pour la premiére fois une définition précise de 'intégrale en 1823.

Ainsi la mathématisation progressive de la physique et 'entrée majestueuse du calcul infinitésimal dans 'analyse des phénoménes naturels, se sont traduites par
I’éclosion et le développement de nouvelles branches de physique-mathématique. L’établissement des équations différentielles, dont I'intégration est ’objet de résolution,
se généralisa au domaine d’analyse de toute la physique (a I'origine mécanique, hydrodynamique, élasticité, thermique...).
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Le concept d’équations différentielles est universellement utilisé en Science, aussi bien en physique, chimie,
biologie, médecine, démographie ou économie de maniére a modéliser certains phénomeénes. Tous les
scientifiques des disciplines précédentes ont appris a utiliser la mathématique des équations différentielles,
développée par les mathématiciens, comme un ‘langage’ capable de traduire de nombreux processus
dynamiques, au sens évolutifs, de la nature et de la société. Les solutions, lorsqu’elles existent, peuvent décrire de
maniére remarquable I'évolution temporelle de beaucoup de systémes trés variés comme le développement et la
croissance de bactéries en compétition, I’assimilation de traitements médicamenteux, ’écoulement d’'un fleuve, la
météorologie ou 'hydrodynamique en général, la transmission de I'information et les télécommunications, les lois de
la physique-chimie des matériaux des états solide, liquide, gaz et plasma, les lois et comportement des marchés
financiers, I'’étude des populations... et méme I'expansion de I'Univers lui-méme !
Ces équations ont donc un pouvoir que I'on pourrait qualifier de prédictif en temporel car sont basées par définition
et construction sur un langage de changement et variation a savoir ’outil mathématique du calcul différentiel.
Deui Sithiationstnenant aiune equation) differentielle

Nous présenterons ici sommairement une équation différentielle comme « une relation, sous la forme d’une
équation, entre une fonction et ses dérivées successives ».
Par exemple pour tout x e Rettoutt € R: « f'—4f=0 s f=05251" +t.f' exy'—y=0
sont des équations différentielles que l'on peut rencontrer dans les différents domaines ci-dessus.
» Loi de Malthus, modéle de Verhulst
Considérons une culture de bactéries en milieu clos. La loi de Malthus est un modeéle d’évolution disant que la
vitesse d’accroissement des bactéries est proportionnelle au nombre de bactéries présentes. Ainsi, y* = ay, ou y(t)
représente le nombre de bactéries a I'instant ¢.
Dans la pratique, ce modéle n’est pas vraisemblable. On lui préférera le modele de Verhulst: y' = ay(M-y)
mais cette équation n’étant pas linéaire, nous ne I'étudierons pas cette année.
Au programme de cette année : équations différentielles de la forme y' = ay +f.
Equation différentielle linéaire de premier ordre.
Théoréme :
Soit @ un réel non nul et f une fonction définie sur un intervalle I.
Les solutions de I’équation différentielle (E) y ' = ay + f sont les fonctions de la forme x->u(x)+v(x), ou

— u(x) une solution de 'équation différentielle (Eo) y ' = ay, appelée équation homogéne associée.

avec u(x)=Ce™, Ce€R et est donné par les conditions initiales.

— v(x) une solution particuliére de 'équation différentielle y'=ay +f.
» Economie
Partie A :
Croissance, demande, les enjeux...
En macro-économie, les équations linéaires d’ordre 1 (et aussi 2) permettent de décrire le principe de 'accélérateur
et du multiplicateur dynamiques continus. Ces modéles économiques traitent et lient I'investissement et la
consommation. En économie, I'effet multiplicateur décrit pour un systéme donné, la constatation qu'une variation
initiale d'un élément a 'entrée (du systéme) provoque par le biais d’entrainements successifs, une variation finale
en sortie du systéme plus importante d'un ou plusieurs autres éléments ; a titre d’exemple, la variation d’'un
montant d'une dépense peut avoir un effet multiplicateur sur le revenu national ou I'activité économique en général.
L’effet d’accélérateur reposera quant a lui sur l'effet d’entrainement réciproque entre la croissance de la demande et
celle de l'investissement productif. Les deux effets cumulés permettent d’analyser le cycle économique plus
globalement.
Partie B :
Une situation simplifiée
Considérons le modéle d’'un marché d’un lieu d’échange imaginaire qui est décrit par une loi d’offre @, et de

. . 1 2 5 . .
demande @, dynamique suivante : @,= 5+2P(¢) + 3 P’(t) et Q=10 — 3 P@) - 3 P’(t), avec P(t) la fonction prix.

1. Montrer que le prix d’équilibre (atteint quand Q,= Qu) P., (%) est solution d’'une équation différentielle : y’=ay + b,
avec a et b constantes que 'on déterminera.

. 15 . N .
2.a Montrer que la fonction v() = ry est une solution particuliére de (E). On admet pour la suite que P.,(0) = 0.

b. Déterminer les solutions de I'équation homogéne (E¢) : v ' = ay.
c. En déduire 'ensemble des solutions de 'équation différentielle (E).
d. Donner LA solution de I'équation (E).
3.a. Déterminer le moment ou le prix d’équilibre est égal a 1,5.
b. Avec le temps, quel est le prix d’équilibre dans ce modeéle de marché ?
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Discuissionsctiniseieniconimun
Faites une synthése, en comparant vos problemes, en observant les similitudes dans la forme des solutions des équations différentielles rencontrées, ainsi que dans la
résolution de ces dernieres.

el coin s toihe

Notes sur quelques mathématiciens célebres liés aux
dérivées et aux équations différentielles.

Gottfried Wilhelm Leibniz (1646- 1716), mathématicien Sir Isaac Newton (1642—-1727), Newton Jacques ou Jakob Bernoulli (1654-1705) mathématicien et
allemand, Il est a 'origine du terme de « fonction» (1692,  partage avec Gottfried Wilhelm Leibniz la physicien suisse, frére de
de functio : exécution), de celui de « coordonnées », de la découverte du Jean Bernoulli et oncle de Daniel Bernoulli et Nicolas
notation du produit de a par b sous la forme a.b ou ab,  calcul infinitésimal. Dans I'histoire du calcul Bernoulli.
d’une définition logique de 1’égalité, du terme de « infinitésimal, le proces de Newton contre Sa correspondance avec Gottfried Wilhelm Leibniz le conduit
différentielle» (qu'Isaac Newton appelle « fluxion »), de la Leibniz a étudier le calcul infinitésimal en collaboration avec son
notation différentielle , du symbole | pour I'intégrale, est resté célebre. Newton et Leibniz avaient frere Jean.
‘summa omnium’ et la notation dx, accroissement trouvé 'art de lever les indéterminations I1 fut un des premiers a comprendre et a appliquer le calcul
linéaire quelconque dans le calcul des tangentes ou dérivées. différentiel et intégral, proposé par Leibniz.

Euler Lagrange Cauchy

L. Euler (mathématicien, ingénieur suisse, 1707-1783) puis Joseph Louis Lagrange (1736-1813) ont codifié les regles pour le ‘calcul des différentielles de fonctions’ et les
ont appliquées a de nombreux problémes physiques. Ces nouveaux calculs différentiels ont profondément modifié le paysage de la mathématique et mis en lumiére un
nouveau objet mathématique : les fonctions. Euler pose alors définitivement la notion de dérivation et d’intégration comme processus ‘inverse’. Augustin Louis Cauchy
(1789-1857) introduira de la rigueur dans les criteres et donnera pour la premiére fois une définition précise de 'intégrale en 1823.

Ainsi la mathématisation progressive de la physique et 'entrée majestueuse du calcul infinitésimal dans 'analyse des phénoménes naturels, se sont traduites par
I’éclosion et le développement de nouvelles branches de physique-mathématique. L’établissement des équations différentielles, dont I'intégration est ’objet de résolution,
se généralisa au domaine d’analyse de toute la physique (a I'origine mécanique, hydrodynamique, élasticité, thermique...).
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